Практическое занятие №4

Тема: Дифференцирование функции комплексного переменного. Условия Коши–Римана. Аналитические и гармонические функции.
Цель: закрепить навыки вычисления производной, проверки условий Коши–Римана и гармоничности, а также восстановления сопряженной гармонической функции.

Примеры с полным решением

Пример №1. Найти производную f(z)=z³−2z+1.
Решение: По обычным правилам дифференцирования аналитических функций: f′(z)=3z²−2.

Пример №2. Проверить аналитичность f(z)=z²+iz.
Решение: u=x²−y²−y,   v=2xy+x. uₓ=2x, uᵧ=−2y−1, vₓ=2y+1, vᵧ=2x. uₓ=vᵧ и uᵧ=−vₓ, следовательно функция аналитична во всей плоскости.

Пример №3. Исследовать f(z)=conj(z).
Решение: u=x, v=−y. uₓ=1, vᵧ=−1. Первое условие Коши–Римана не выполняется. Следовательно, функция не дифференцируема ни в одной точке.

Пример 4. Проверить гармоничность u=eˣ cos y.
Решение: uₓₓ=eˣ cos y,   uᵧᵧ=−eˣ cos y. uₓₓ+uᵧᵧ=0. Следовательно, u гармоническая.
Пример 5. Восстановить аналитическую функцию по u=eˣ cos y. vᵧ=uₓ=eˣ cos y ⇒ v=eˣ sin y+φ(x). vₓ=eˣ sin y+φ′(x)=−uᵧ=eˣ sin y ⇒ φ′(x)=0. v=eˣ sin y+C, поэтому f(z)=eᶻ+iC.

Задачи для решения на практическом занятии
1. Найти производную f(z)=z⁴−3z²+2z−5.
2. Найти f′(z) для f(z)=1/z, z≠0.
3. Найти f′(z) для f(z)=eᶻ.
4. Проверить условия Коши–Римана для f(z)=z³.
5. Проверить аналитичность f(z)=2z²−iz+4.
6. Исследовать дифференцируемость f(z)=x²+y²+i·0.
7. Исследовать f(z)=x+iy² с помощью условий Коши–Римана.
8. Исследовать f(z)=x²−y²−i·2xy.
9. Проверить гармоничность u=x²−y²+3x−2y.
10. Проверить гармоничность u=xy.
11. Проверить гармоничность u=x³−3xy².
12. Проверить гармоничность u=x²+y².
13. Для u=2xy найти сопряженную гармоническую функцию v.
14. Для u=x²−y²+2x найти v и аналитическую функцию f(z).
15. Для u=eˣ cos y найти v.
16. Для v=eˣ sin y восстановить u.
17. Для u=x³−3xy² найти v.
18. Для v=3x²y−y³ найти u.
19. Определить, является ли u=ln√(x²+y²) гармонической при z≠0.
20. Проверить условия Коши–Римана для f(z)=sin z, используя u=sin x cosh y, v=cos x sinh y.
Задания для самостоятельного решения
1. Найти производную f(z)=5z⁵−2z³+z.
2. Найти производную f(z)=(z²+1)/z при z≠0.
3. Проверить аналитичность f(z)=z⁴.
4. Исследовать функцию f(z)=|z|.
5. Исследовать функцию f(z)=x²−y²+i(x+y).
6. Проверить гармоничность u=3x²−3y²+4xy.
7. Проверить гармоничность u=eˣ sin y.
8. Проверить гармоничность u=x⁴−6x²y²+y⁴.
9. Найти сопряженную функцию для u=3x²−3y².
10. Найти сопряженную функцию для u=eˣ sin y.
11. Восстановить u по v=2xy.
12. Восстановить аналитическую функцию по u=x³−3xy²+2x.

Индивидуальные задания по теме
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